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谈谈一元二次方程之三 -代数基本定理及韦达定理的科学启示                                                                          

  诸子数学 

 

4-10-2021(更新：10-4-2023) 

          《这篇文章适合六年级及以上的学生及学生家长，小学教师，中学老师； 任何童心

未泯的老儿童，青壮年， 及任何一位希望重新温习一遍初等数学的数学教育者，爱好

者。》     

 

在《谈谈一元二次方程之二》中我们提到：假如我们被告知有一个形式如 a+bi (复数的一

般形式。这里，a, b 是两个实数)的数，它的平方是 i， 那我们就能算出 a 是什么数， b 是 
什么数。 

 

我们只要用到代数运算法则以及 i 的平方是-1 这个性质就可以了。由定义，我们可以计算 

𝑖 = (𝑎 + 𝑏𝑖)ଶ = (𝑎 + 𝑏𝑖)(𝑎 + 𝑏𝑖) = 𝑎ଶ − 𝑏ଶ + 2𝑎𝑏𝑖。 

比较上面最左端及最右端两个复数的实部和虚部（两个复数相等的定义）就得到    

𝑎ଶ − 𝑏ଶ = 0， 2𝑎𝑏 = 1。 

由此知道：𝑎 = 𝑏 =
√ଶ

ଶ
,  或 𝑎 = 𝑏 = −

√ଶ

ଶ
。也就是说 i 的平方根有两个: 

√2

2
+

√2

2
𝑖, 及   −

√2

2
−

√2

2
𝑖。 

 

用这样的计算思路，我们可以验证：对任何一个复数 a+bi, 我们都可以找到两个复数 z,使

得这两 z 的平方都是这个复数 a+bi!  也就是说：总有两组实数对 𝑥， 𝑦, 它们满足方程 

（𝑥 + 𝑦𝑖）
ଶ

= 𝑎 + 𝑏𝑖。 

结合我们在《谈谈一元二次方程之二》中讲到的配方法， 我们现在就可以说: 任何的以复

数为系数的一元二次方程都有两个复数根！换一个说法，任何的以复数为系数的一元二次

多项式都可以在复数域里因式分解成两个一次多项式的相乘 --- 这正是 对应于一元二次方

程的代数基本定理！ 
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把一元二次多项式在复数域里因式分解成两个一次多项式的相乘 

𝑥ଶ + 𝑝𝑥 + 𝑞 = (𝑥 − 𝑥ଵ)(𝑥 − 𝑥ଶ)， 

这里𝑥ଵ，𝑥ଶ是 𝑥ଶ + 𝑝𝑥 + 𝑞 = 0 的两个解。把上式的右端乘开并与左端相应的项比较，我

们就会发现下面的规律(著名的韦达公式)： 

𝑥ଵ + 𝑥ଶ = −𝑝, 且   𝑥ଵ ∙ 𝑥ଶ = 𝑞。 

 

韦达定理有着美妙的科学意义：对一个给定的一元二次方程，我们也许不能写出它的两个

解（技术上太难：比如有同学还没学习复数或者实数），但我们能得到部分有关解的性质：

我们知道两个解的和，也知道两个解的积！ 

 

你也许会说：学过了复数后，我们把一元二次方程方程解出来就好了，何必劳烦用韦达定

理来求两个解的和，两个解的积呢？是的，二次方程没什么可怕的。但是三次方程，四次

方程，甚至更高次方程呢？一元二次方程的韦达定理的推导对我们有很好的指导意义。 

 

我们首先考虑下面这个问题： 

 

一个 n 次多项式能不能被分解成 n 个一次多项式相乘？换句话说：一个一元 n 次方程 

𝑥௡ + 𝐶௡ିଵ𝑥௡ିଵ + ⋯ + 𝐶ଵ𝑥 + 𝐶଴ = 0 

总有 n 个根吗？ 

 

答案是肯定的（n=2 时我们已经会证明了！）---一个一元 n 次方程总有 n 个根(可能有重

复的根)。这个结果被称为关于一元多次方程的代数基本定理！需要提醒大家的是：对一

般的自然数 n, 代数基本定理的证明要等到大学数学系二年级的复变函数课里才给出！ 

 

由代数基本定理，我们就可以像二次方程那样来推导韦达公式了。 

 

首先注意到下式总是成立的： 
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𝑥௡ + 𝐶௡ିଵ𝑥௡ିଵ + ⋯ + 𝐶ଵ𝑥 + 𝐶଴ = (𝑥 − 𝑥ଵ)(𝑥 − 𝑥ଶ) ∙∙∙∙∙∙ (𝑥 − 𝑥௡)， 

这里𝑥ଵ，𝑥ଶ, … , 𝑥௡是 𝑥௡ + 𝐶௡ିଵ𝑥௡ିଵ + ⋯ + 𝐶ଵ𝑥 + 𝐶଴ = 0 的 n 个解。由上式，通过代数运

算我们就得到根与系数关系的韦达定理。这里我们列举其中的两个关系： 

 

𝑥ଵ + 𝑥ଶ + ⋯ + 𝑥௡ = −𝐶௡ିଵ 

及 

𝑥ଵ ∙ 𝑥ଶ ∙∙∙ 𝑥௡ = (−1)௡𝐶଴。 

 

高次方程一般不容易解出所有的复数根。这个时候韦达定理给出的部分信息就很有意义了。

不信的话，你可以来试试下面的练习。 

 

练习： 假如𝑥ଵ，𝑥ଶ, 𝑥ଷ 是 𝑥ଷ + 7𝑥ଶ − 9𝑥 + 13 = 0 的 3 个解， 试着计算 

1

𝑥ଵ
+

1

𝑥ଶ
+

1

𝑥ଷ
 

的值。 


