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谈谈一元二次方程之二 -实数域,复数里的解                                                                           
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          《这篇文章适合六年级及以上的学生及学生家长，小学教师，中学老师； 任何童心

未泯的老儿童，青壮年， 及任何一位希望重新温习一遍初等数学的数学教育者，爱好

者。》 

  

         

 

在《谈谈一元二次方程之一》中我们讲到：假如一个一元二次方程可以因式分解 (比如

x2+x-6=0 等价于(x-3)(x+2)=0), 我们就可以由等式性质来解方程了。这也表明：学会（或着

说熟悉）因式分解对学会解一元二次方程至关重要。 

 

遗憾的是(事实上，一个困难的出现也预示着一个突破口的出现), 有些二次多项式不能在

有理数域里被因式分解。比如：x2+8x+14。因而，用有理数域里的因式分解来解

x2+8x+14=0 就撞上南墙了。是我们不够用功(听说过愚公移山吗)？还是要新的工具？ 

 

这不是用功不用功的问题，愚公移山，他还要有坚硬的开山斧，甚至炸药。撞上南墙更是

说明我们要飞跃了：我们在有理数里找不到解，那么我们就要把数域扩大 。(还记得我们

如何通过代数运算一步一步把数域从自然数扩大开的吗？) 

 

首先我们来看一个稍微简单的方程: x2-2=0。它等价于 x2=2。我们要问：有没有一个数 x, 
它的平分是 2？正整数没有：1 小了， 2 又大了。分数呢：1.41 小了， 1.42 大了；1.414
还是小了，1，415 又大了！。。。我们事实上碰到了一个无形的大山：究竟有没有一个

正数，它的平方是 2?   这是一个相当根本的数学问题，需要一定的数学知识的储备才能比

较完善地回答它。简便起见，为了实数域的完备性，我们承认有正数 x,它的平方是 2。记

这个数为√2，并称它是 2 的主平方根 (是时候回顾我们有关平方根的头条杂谈了：《算术

平方根，那算术立方根呢？-初等数学的第二个大障碍》。对了， 别忘了 2 还有一个负的

平方根)。是的，我们能证明: 2 的主平方根不是一个分数---也即一个有理数。因而我们称

之为无理数！ 
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有了平方根的引进，我们就可以在实数域（有理数+无理数）上解方程了。 

 

来看如何解： x2+8x+14=0。 

 

首先我们来学一下配方的技巧---这是数学里常用的技术，目的是把原方程简化为： 

未知量 2=已知量的形式。 

𝑥ଶ + 8𝑥 + 14 = 0 等价于 𝑥ଶ + 8𝑥 + 16 = 2， 也即 （x + 4)ଶ = 2。 

所以  

𝑥 + 4 = √2,  或 𝑥 + 4 = −√2。 

从而我们得到结果 

𝑥 = −4 + √2,  或 𝑥 = −4 − √2。 

 

上述解法非常通用：原先使用因式分解能解的方程也可以用配方法来解。事实上，对一般

的一元二次方程 

𝑥ଶ + 𝑝𝑥 + 𝑞 = 0, 

运用配方法我们得到它的等价方程 

 

(𝑥 +
𝑝

2
)ଶ = −𝑞 +

𝑝ଶ

4
。 

由此得到著名的一元二次方程的平方根公式： 

𝑥 =
−𝑝 ± ඥ𝑝ଶ − 4𝑞

2
。 

显然，只有𝑝ଶ − 4𝑞 ≥ 0时，上述公式才有实数解！ 

 

我们也注意到数学家罗博深有一个看似”简洁”的计算技巧： 

首先将𝑥ଶ + 𝑝𝑥 + 𝑞写为 
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𝑥ଶ + 𝑝𝑥 + 𝑞 = (𝑥 +
𝑝

2
+ 𝑢)(𝑥 +

𝑝

2
− 𝑢) 

 

这里 u 是我们下一步要找的数。比较两边(比方，快速地，取 x 为 0)，我们知道 

𝑞 = ቀ
𝑝

2
+ 𝑢ቁ ቀ

𝑝

2
− 𝑢ቁ。 

由此得： 

𝑢ଶ =
𝑝ଶ

4
− 𝑞ଶ, 

从而得到一元二次方程的平方根公式的”另一个推导方式”。这里，我们想批判性地指出：

上述技巧可以作为解方程的一种练习，但不应该被看作是平方根公式的”另一个推导方式”，
因为：它隐含地用到了一个更基本的理论：代数基本定理---这个理论保证了任何一个二次

多项式一定能被因式分解为两个一次多项式的相乘---我们在下一个杂谈里会再次论述这点。 

 

 

下面一个自然但深刻的问题是(你自己会问吗？)： 若𝑝ଶ − 4𝑞 < 0，我们怎么解上面的方

程？是的，我们又要扩张数域了！ 首先我们讨论：有没有数 x, 它的平方是-1？我们可以

强行引入一个虚数 i，它的平方定义为-1。好像这样问题就解决了。且慢！ 这里还有个更

难的问题：有没有数 x, 它的平方是 i 呢? 假如你被告知，有一个形式如 a+bi (这里，a, b 是
两个实数)的数，它的平方是 i， 那你有信心算出什么数是 a, 什么数是 b 吗？ 

 

 

 


