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         这也是一个较古老的游戏：任意给个你喜欢的自然数，把它平方一下再加上 1，看看

所得的数可不可以被 3 整除。  

 

         你会发现得到的数总是除不尽 3！ 有点奇怪吗？很容易找到自然数加上 1 后能被 3
除尽，哪为什么就没有自然数，它的平方加上 1 以后能被 3 整除呢？ 我们来找找原因。

这里提醒老师或者家长，玩这样的游戏往往是一个给孩子介绍代数式的很好的切入口。 

 

          我们来列代数式。用 n 来表示任意一个自然数，那么它的平方加 1 就可以用𝑛ଶ + 1

来表示了。遗憾的是，这个表达式不能帮助我们解决以上的疑惑。（假如由此得到结论：

代数式并没有多大用途，那么你要修正一下你的逻辑思维：不是代数式没有用，而可能是

你列错了代数式）。 

 

          现在我们换一下方式来思考。我们要看一个数能不能被 3 整除，无非是看这个数除

以 3 以后所得的余数是多少。那我们可以先把自然数分分类：能被 3 整除的数我们可以

用 3n 来表示，这里 n 表示任意一个自然数；被 3 除余 1 的数我们可以用 3n+1 来表示； 
被 3 除余 2 的数我们可以用 3n+2 来表示。任意一个自然数一定是上面三类数中的一类。

那我们就可以用代数运算来验证了。 

           

          第一类数 3n, 它的平方加上 1 就是 

(3𝑛)ଶ + 1 = 9𝑛ଶ + 1。 

容易看出：这个数除以 3 余数为 1，所以它不能被 3 整除。 

 

          第二类数 3n+1, 它的平方加上 1 就是 

                                                         （3n + 1)ଶ + 1 = 9𝑛ଶ + 6𝑛 + 2。 
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也容易看出：这个数除以 3 余数为 2，所以它也不能被 3 整除。 

 

          第三类数 3n+2, 它的平方加上 1 就是 

                                                         （3n + 2)ଶ + 1 = 9𝑛ଶ + 12𝑛 + 5。 

同样可以看出：这个数除以 3 余数为 2，所以它同样不能被 3 整除。 

 

          到这里，谜底就彻底解开了！ 

 

         我们来复盘一下如何揭谜的：第一步要学会用除 3 所得余数的方式来把自然数分类，

第二步我们还要做代数式的平方运算。这样的运算一般是孩子们在初中阶段才学的内容。

可事实上，孩子们懂得了加法和乘法的三大运算法则以及指数的记号后，很容易理解和掌

握代数式的平方运算。 

 

          我们下面再用同余等式的概念来解密上面的游戏。同余等式的概念虽然课本上没有

涉及，但是一个比较容易懂的概念。假如一个自然数 n 除以 3 余 1，我们记作 

𝑛 ≡ 1         (𝑚𝑜𝑑 3)。 

同样地，假如一个自然数 n 除以 3 余 2，我们记作 

𝑛 ≡ 2        (𝑚𝑜𝑑 3)。 

我们注意到，“自然数 n 除以 3 余 2”这个事实同“自然数 n 除以 3 余-1”是一样的的，

所以我们总有： 

𝑛 ≡ 2 ≡ −1        (𝑚𝑜𝑑 3)。 

用同余的概念我们可以把自然数 n 分成下面三类： 

（1）                                                 𝑛 ≡ 0      (𝑚𝑜𝑑 3)， 

（2）                                                 𝑛 ≡ 1       (𝑚𝑜𝑑 3)， 

及 

（3）                                                𝑛 ≡ −1       (𝑚𝑜𝑑 3)。 
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         假如大家对恒等式的三个欧几里得不变公理熟悉的话，从同余的定义可以推出同余

等式和恒等式一样满足等式的三个欧氏不变性质：对任意整数 A, B, C, D 及非零自然数 m, 
都有 

（相加不变性）           A≡ 𝐵   (𝑚𝑜𝑑 𝑚)       等价于         𝐴 + 𝐶 ≡ 𝐵 + 𝐶        (𝑚𝑜𝑑 𝑚); 

（相乘不变性）          假如 𝐶 ≠ 0, 那么 

                                      A≡ 𝐵   (𝑚𝑜𝑑 𝑚)       等价于     𝐴𝐶 ≡ 𝐵𝐶        (𝑚𝑜𝑑 𝑚); 

（相等的传递性）       A≡ 𝐵   (𝑚𝑜𝑑 𝑚)， 且  B ≡ C     (𝑚𝑜𝑑 𝑚),   那么 A ≡ C     (𝑚𝑜𝑑 𝑚)。 

由此，我们又可以推出（试试自己推导）： 

假如 

                                             A≡ 𝐵   (𝑚𝑜𝑑 𝑚)， 且  C ≡ D    (𝑚𝑜𝑑 𝑚),   

那么 

                                   A+𝐶 ≡ 𝐵 + 𝐷    (𝑚𝑜𝑑 𝑚)     以及    AC ≡ 𝐵D     (𝑚𝑜𝑑 𝑚)。 

 

        运用以上不变性质我们由（1）推出能被 3 整除的数 n 满足： 

  (4)                                                       𝑛ଶ + 1 ≡ 1      (𝑚𝑜𝑑 3)； 

由（2）和（3）推出除以 3 余数为 1 或 2 的数 n 都满足：

 (5)                                                      𝑛ଶ + 1 ≡ 2    (𝑚𝑜𝑑 3)。 

上面的（4）式和（5）式说明任何一个自然数的平方加上 1 都不能被 3 整除。 

 

         运用上面的同余等式不变性，大家也可以去思考一下为什么对给定的一个自然数，

它在各个位置上的数之和能被 9 整除，那么这个自然数就可以被 9 整除。比如数 234567
是可以被 9 整除。事实上，大家注意到不管是 10 也好，100 也好， 1000 也好，它们除以

9 所得的余数都是 1。现在是不是能想通原因了？ 

 

 

 

 

 


