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数学学习的第一个大障碍 − − − 分数运算       

                                                                                 诸子数学 

 

12-5-2020 （更新 10-17-2023） 

          《这篇文章适合三年级及以上的学生及学生家长，小学教师，中学老师； 及任何童

心未泯的老儿童，青壮年。》 

 

 

        如上图：横加: 3 个 2；竖加：2 个 3  --- 乘法的交换律。一般的孩子在学习计数时大都

会喜欢这个新颖的游戏。不信你问问他们：100 个 3 相加是多少。 也许有些孩子在背诵

乘法表时没有如你所希望的那么快， 但事实是：要在这个世界上找几个不记得乘法表的

人也是很困难的。或早或晚，孩子们都会记住 9×9 乘法表。我们也相信，到了三年级，

没几个孩子会坚持把 100 个 3 一个一个加起来，而不理解这其实就是 3 个 100，也就是

300。基于这些思考，我们不能完全领会：为什么我们不在孩子们学习了乘法表以后（三

年级下）就告诉它们加法和乘法运算满足三条运算法则:    

 

对任意的三个自然数 a, b, c, 都有 

(𝑎)   ൫交换律൯                            𝑎 + 𝑏 = 𝑏 + 𝑎,         𝑎 × 𝑏 = 𝑏 × 𝑎。 

 

(𝑏)   ൫结合律൯                        𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = (𝑎 + 𝑏) + 𝑐 = 𝑎 + (𝑏 + 𝑐),        

   𝑎 × 𝑏 × 𝑐 = (𝑎 × 𝑏) × 𝑎 = 𝑎 × (𝑏 × 𝑐)。 

 

(𝑐)   ൫分配律൯                             𝑎 × (𝑏 + 𝑐) = 𝑎 × 𝑏 + 𝑎 × 𝑐。   
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        一种可能性是：中国的孩子们还没学习英文字母，对用字母表示的公式不能理解。这

个猜测好像也不成立，美国的教材及现在很有名的新加坡数学教材也没有及时地跟孩子们

讲授这三个法则。注意到的是，这三个运算法则（首先对自然数成立）对接下来引入的新

数（负数，分数，无理数以及复数）都成立。不仅如此，这些法则对我们理解新引入的数

也至关重要。  

 

          我们也注意到，学习分数的定义和运算是很多孩子在学习数学的旅程中碰到的第一

个大挑战。 缺乏对以上运算法则的理解和掌握也许是这些学生在学习分数时感到比较吃

力的主要原因之一。 

 

           几乎所有的教材(当然，我们诸子数学的课本除外) 在引入分数及介绍分数运算时至

少有两个很疑惑的地方。（1）没有把分数同整数除法（或倒数）直接联系起来。学生会

花很长一段时间才能领悟 m/n 就是 m÷n, 也与 m 倍的 1/n 是一样的。 (2) 运用算术运算

的固定运算次序，先介绍分数的加减，后介绍分数的乘除。事实上，一方面分数本身已经

有乘除运算了，还强调先做加减后做乘除在逻辑上讲不通；另一方面，在介绍不同分母的

分数相加时，又不得不介绍等价分数。如伍鸿熙教授早就指出的：没有介绍分数的乘法，

等价分数的引进也是有漏洞的。 

 

等价分数的介绍：对任意两个整数 m 和 n (n 是个非零整数)及任意一个非零的整数 k, 

𝑚

𝑛
=

𝑚

𝑛
× 1 =

𝑚

𝑛
×

𝑘

𝑘
=

𝑚𝑘

𝑚𝑘
。 

上面最后一步使用了分数的乘法运算。 

 

       在诸子数学第一册《代数入门》里， 这两个疑惑不复存在。首先我们定义： 

 

对任意两个整数 m 和 n (n 是个非零整数)，   

(定义 1)                                                     ௠
௡

= 𝑚 ÷ 𝑛 = 𝑚 ×
ଵ

௡
。               

                 

习惯上我们也称 1/n 是非零整数 n 的倒数（倒过来的数，这里中文翻译 reciprocal 为倒数

太绝了）。上面定义也指明：除以一个非零数就是乘以这个数的倒数。 
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       有了以上的定义，我们很容易就可以得到分数乘法的第一个法则 

 

对任意两个非零整数 m 和 n ，   

（公式 1）                                                        ଵ

௡
×

ଵ

௠
=

ଵ

௡௠
。 

 

（公式 1）可以这样验证： 我们只要能验证 nm 的倒数是 1/n×1/m 就可以了。这比较容

易证，用一下乘法交换律,结合律及分数的定义即可（你能看出来我们什么地方用了交换

律，哪里用了结合律，哪里用了分数的定义吗？）。 

 

验证公式 1                                            nm× ଵ

௡
×

ଵ

௠
= 𝑛 ×

ଵ

௡
× 𝑚 ×

ଵ

௠
=1。 

 

由（公式 1）及分数的定义（定义 1），我们就可以推导出一般的分数乘法公式(自己试试

推导吧) 

 

对任意两个整数 k,l,及任意两个非零整数 m 和 n ，   

（公式 2）                                                        ௞
௡

×
௟

௠
=

௞௟

௡௠
。 

 

       学习了分数的乘法后，我们再来看分数的加法。首先对同分母的两个分数，我们有 

 

对任意两个整数 k, l, 及任意非零整数 n ，   

（公式 3）                                                        ௞
௡

+
௟

௡
=

௞ା௟

௡
。 

 

运用一下分数的定义及分配律即可验证（公式 3）。 

 

验证公式 3                                            ௞
௡

+
௟

௡
= 𝑘 ×

ଵ

௡
+ 𝑙 ×

ଵ

௡
= (𝑘 + 𝑙) ×

ଵ

௡
=

௞ା௟

௡
。 
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       对不同分母的分数，使用分数乘法我们可以得到两个同分母的分数，然后运用（公式

3）就可以把它们加起来了。 

 

（公式 4）                                                        ௞
௡

+
௟

௠
=

௞௠

௡௠
+

௡௟

௡௠
=

௞௠ା௡௟

௡௠
。 

       如何把所得分数化简那是另一个问题了（要用到基于算术基本定理的整数的分解性

质），这里不再累述。 

 

 

 


