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代数学习的第一个甜头 − − − 解方程                                                                                 
诸子数学 

 

                                                                             12-5-2020 

          《这篇文章适合五年级及以上的学生及学生家长，小学教师，中学老师； 任何童心

未泯的老儿童，青壮年， 及任何一位希望重学一遍初等数学的数学教育者。》 

  

        在孩子们懂得了代数式，代数式运算（主要就是加，乘和指数运算，参见《数学学习

的第一个障碍---分数运算》一文） 之后，可以玩一些基本的速算原理。我比较喜欢的是

速算 78×72=7×8×100+8×2， 87×83=8×9×100+7×3 等等这样简单的游戏，希望孩子

们对(10x+a)(10x+b)之类的运算比较熟悉。 

 

事实上，当 a+b=10 时，  

(10𝑥 + 𝑎)(10𝑥 + 𝑏) = 100𝑥ଶ + 100𝑥 + 𝑎𝑏 = 𝑥(𝑥 + 1) × 100 + 𝑎𝑏. 

 

 

由以上公式就很容易懂上面速算的原理了。看看你现在会一口说出 65×65 的答案了吗？ 

 

 

     刚学代数式时（的确也不记得是自己学的还是别人教的），我印象最深的还是解方程

所带来的欢乐。费尽心机才能解答的算术应用题（大家有谁没听过鸡兔同笼的问题？

1500 多年前的《孙子算经》里就列出过这道题），用列方程，然后解方程的办法就比较

容易地解答出来。以至于到现在我都在问：为什么不先学解方程呢？ 这里先不去挑战这

个问题，而更想同大家分享解方程的愉悦。 

 

     先别管一元一次，一元二次， 二元二次等等这样的名词。我们先陈述等式相等的性质，

及解方程的原理。欧几里得（Euclid，一个值得任何学者记得的名字）早在两千多年的时

候就写下了，大家在随后的年代用的也很随手的，这么几条公理： 
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等式相等的性质 

(1)൫相加不变性൯                若两个数相等： 𝐴 = 𝐵, 那么对任何数 𝐶, 都有 

𝐴 + 𝐶 = 𝐵 + 𝐶。 

 

(2)൫相乘不变性൯                若两个数相等： 𝐴 = 𝐵, 那么对任何数 𝐶, 都有 

𝐴 × 𝐶 = 𝐵 × 𝐶。 

 

(3)൫相等的对称性൯                若𝐴 = 𝐵, 那么𝐵 = 𝐴。 

 

及 

 

(4)൫等量传递性൯                若 𝐴 = 𝐵, 且  𝐵 = 𝐶, 那么 

𝐴 = 𝐶。 

 

 

     性质（1）和（2）在解方程时总是被用上。不妨你解一下方程 2x+3=11, 看看哪步用到

了哪个性质。 

 

 

     这里我们也想争论：懂得以上解方程的原理（解方程要用以上等式的性质）比学会方

程分类更重要。比如我们来解方程： 

 

例 1：求 𝑥 的值：  

4

𝑥
−

1

3
=

3

𝑥
。 

解： 学会了分数以后，我们希望学生们能一眼看出
ସ

௫
= 4 ×

ଵ

௫
,   及 ଷ

௫
= 3 ×

ଵ

௫
。这样由性质

（1）得到 
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1

𝑥
=

1

3
。 

再由倒数的性质得到𝑥 = 3。 

 

     在以上的解法里，我们不鼓励学生在方程两边同乘以 3x。在本文的结尾我会给另一个

例子来说明两边同乘以一个未知量的危险性。 

  

     做了几个解方程的例子后，让孩子们自己领悟，为什么解像 ax+b=0 这样的方程（求 x
的值）很容易。我们称之为一次方程，因为左边的代数式是一个一次多项式。这个方程里

出现的别的字母 a 和 b，我们称之为参数。 

 

     来看个比较容易犯糊涂的带参数的例子。 

 

例 2：求 x 的值： 

(1)         𝑎𝑥 = 1， 

(2)         𝑎𝑥 = 0。 

 

解： （1）. 情形 1：若𝑎 ≠ 0，那它就有个倒数1/𝑎。方程两边同乘以1/𝑎，就得𝑥 = 1/𝑎； 

情形 2：若𝑎 = 0，那无论𝑥是什么值，等式都不成立（0 ≠ 1), 所以方程无解。 

 

（2）. 情形 1：若𝑎 ≠ 0，那它就有个倒数1/𝑎。方程两边同乘以1/𝑎，就得𝑥 = 0； 

情形 2：若𝑎 = 0，那无论𝑥是什么值，等式都成立（0 = 0), 所以任何值都是方程的解。 

 

 

     最怕学生不管三七二十一就解上面两个方程。 比如解（1）得到 x=1/a,  然后分析说：

a=0 时解没意义!  那“解没意义”又是什么意思呢？当 a=0 时它根本就没有倒数，如何得

到 x=1/a 的呢？ 解（2）得到 x=0/a，然后当 a=0 时自己就会糊涂：0/0 到底是不是 0 呢？

---你看出来了这是个没有来源，无聊的问题了吗？（写 0/a 之前就要说明 a 不是 0。 提问

之前已经漏洞百出，你还有必要考虑这个问题吗？） 
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     最后我们来分析一下如何解下面一个带有参数的方程。 

例 3：求 𝑥 的值：  

𝑎

𝑥
−

1

2
=

1

2𝑥
。 

 

解： 首先观察倒： ௔
௫

= 𝑎 ×
ଵ

௫
,   及 ଵ

ଶ௫
=

ଵ

ଶ
×

ଵ

௫
。这样由性质（1）得到 

(𝑎 −
1

2
)

1

𝑥
=

1

2
。 

情形 1， 若 𝑎 ≠ 1/2, 那么 

1

𝑥
=

1

2
×

1

𝑎 −
1
2

=
1

2𝑎 − 1
 

再由倒数的性质得到𝑥 = 2𝑎 − 1。 

情形 2， 若 𝑎 = 1/2, 那么无论 x 取什么值0 ×
ଵ

௫
= 0 ≠

ଵ

ଶ
。也就是方程无解。 

 

 

     一个比较容易忽视的错误是这样犯的：先把原方程化简成一个“一次方程”， 在方程

的两边同时乘以“2x”, 得到：2a-x=1。然后由等式性质（1）和 （3） 得到：x=2a-1。这

个结果当然是错的，因为当 a=1/2 时，你得到 x=0 是方程的解。可是 0 显然不能是方程的

解，因为这样方程里分数的分母就是 0 了。错误的原因是：方程两边同乘了一个可能是

“0”的项，因而可能会产生原方程的“假的解”。 

 

     解方程会有很多乐趣， 也会有很多挑战。遵循规律就会少犯错误，少些挫折感，更增

加我们对代数的喜欢。 

 

 

 

 

 


